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SUR LA PERTINENCE DES MODELES THERMOCINETIQUES
ET L'ESTIMATION DE LEURS CARACTERISTIQUES
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Laboratoire d'Hydraulique et Dynamique des Gaz, I.N.S.A., Bat. 302, 69621 ViIleurbanne Cedex, France

(Re,ll le 6 J uillet 1982 et sous forme recisee le 23 Septembre 1982)

Resume-s-L'analyse des travaux anterieurs revele que la limitation la plus importante dans les methodes
rnetrologiques de la therrnocinetique reside dans l'inadaptation du modele phenomenologique postule au
systerne physique reel. Une procedure est proposee, permetlant de resoudre Iedouble probleme de l'estimation
et de la pertinence du modele. L'estimation non lineaire fournit simultanement les valeurs des caracteristiques
thermiques tandis qu'une serie de tests complernentaires permet de controler Ie biais. Plusieurs couples
systeme-modele sont decrits et testes. Les trois modeles choisis ont en commun une condition de flux
sinusoidale sur une face plane. La procedure a ete appliquee avec succesala determination des caracteristiques

thermophysiques du Plexiglass et du fer Armco.

Notations grecques
o increment du pararnetre 0, equation (10)
E; erreur

l. Ir\TRODUCfIO",

valeur estimee
Symbole

(1)Y = O'g(X)

, abscisse
/1 modele vrai inconnu
o caracteristique thermophysique

(parametre ou propriete)
). conductivite thermique
p rayon de l'echantillon
rP module de la densite du flux therrnique
w pulsation, equations (28}--(30)

Les notations choisies dans l'expose de principe cor
respondent a celles utilisees lc plus frequernment
dans l'etude des modeles,

dans laquelle la valeur de Yest identifiee avec celie def
X est par exemple Ie temps ou la frequence, 0 Ie vecteur
des caracteristiques recherchees (conductivite, dif
fusivite ...) etf(X, 0) = o· g(X) la temperature calculee,
Des perfectionnements ont ete apportes en prenant
plusieurs points dans Ie plan des variables [5, 6] en
determinant simultanement plusieurs parametres, [7
10] ou en realisant une concordance continue entre la
courbe Y(X) et les courbes f(X,O) pour plusieurs
valeurs de 0 [11].

Un progres considerable a etc accompli en
minimisant la norme des ecarts quadratiques IIYj
-f(x j , 0)11 2, [12-14], mais l'elTet des erreurs n'a ete que
partiellement etudie [15, 16]. Nous proposons une
methode d'estirnation utilisable avec un modele
phenomenologiquef(Xj,O) non lineaire en X et en 0,et
pour lequel non seulement Y mais egalement X peu-

L'APPROCHE c1assique [1]-[4] pour la mesure des
caracteristiques therrnocinetiques d'un soIide consiste
acreer des conditions experimentales pour lesquelles Ie
comportement du systerne est decrit par l'equation

r\O;\lEr\CLATURE

diffusivite thermique
biais
eflusivite thermique
biais d'experience
biais sur Ie modele, equation (12)
biais de linearisatlon sur 0
test de coherence
chaleur massique
element de la rnatrice des correlations
residu defini par l'equation (18)
esperance mathernatique
variable dependante theorique
correspondant au modele
phenornenologique postule
coeflicient d'echange
matricc Jacobienne
fonction de BESSEL d'ordre zero
moindres cartes
nombre de points experimentaux
nombre de points du plan d'experience
nombre de parametres
procedure d'estimation et d'analyse des
resultats experirnentaux
plan de selection des points
experirnentaux
somme des residus
somme des cartes des residus
temperature
temps
erreur sur X, equation (2)
erreur sur Y, equation (3)
variable independante mathernatique
variable independante rnesuree
variable dependante experirnentale
variable dependante mesuree
ecart defini par l'equation (6)
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vent etre connus avec erreurs. Plusieurs tests
complernentaires, nous permettent de controler Ie
degre d'accord systerne-modele. Pour cela nous avons
construit un 'outil d'estimation' a la convergence de
plusieurs disciplines: statistiques, mathematiques,
methodes numeriques.

3. QUAun: DE L'ESTI:\IATIO:"O

Les donnees experimentales peuvent s'ecarter des
valeurs predites par Ie modele, non seulement acause
des erreurs aleatoires, mais aussi acause des biais de
mesure et du biais sur Ie modele phenornenologique
'presume exact'.

2. L1AIS01l\S STATISTIQUES ET

EXPERIENCES PHYSIQUES

3.1. Definition des divers biais
En statistique, la qualite de l'estirnation est definie

par Iecarre de I'erreur moyennesur les parametres, ega I
a la somme d'un terrne de biais et d'un terme de

Dans la situation physique etudiee les grandeurs variance,
experirnentales (x ou y) sont liees aux grandeurs
mathematiques du modele (X ou Y) par les equations E[(0-0)2] = B

2(0)+Var(O). (11)

permet d'actualiser un nouveau point de depart d'apres
(9).

(13)B = BLO+BJ+BE.

II(X,tp) =f(X,O)+Bf(X,O+tp). (12)

Ce biais est generalement fonction de X. En fixant la
valeur de la 'variable controlee x', d'apres l'hypothese
de Berkson [18]: X = X-(II. + lib)' les erreurs de
mesure II. et lib sur x et fa non linearite par rapport ax
induisent un biais qui sera transmis par les fonctions
f(X, 0) et Bf(X,O+tp). A ce biais transmis, s'ajoute Ie
biais direct Vb sur la mesure de Y. Nous avons appele
biais d'experience la somme de ces deux biais que nous
notons BE. Enfin, l'exploitation nurnerique de ce
modele par I'estimateur MC utilise le developpernent
def(x, 0) en serie de Taylor par rapport aux parametres
et la troncature au premier ordre introduit Ie biais BLO.
Le biais total B se compose aloes des trois biais
precedents,

En introduisant ces divers biais suppose connus au
calculables dans l'equation (6), Ie vecteur 0, estime
d'apres les observations y-B, serait alors ega! au
vecteur vrai 0*. A chaque iteration, Ie vccteur estime 0
serait donne par Ie modele linearise,

y-B-f(x,Oo) = J6+& -> 0 .... 0*. (14)

Ces divers biais etant inconnus, Ie modele se reduit a
y-f(x,Oo) = J6+& -> Ob ~ 0*. (15)

Le vecteur 0b'estime d'apres Ie modele (15),explique les
resultats, mais sans tenir compte des biais. Les
parametres initialement phenornenologiques ne sont
plus alors que des parametres explicatifs sans veritable
signification physique.

3:2. Evaluatioll des biais
La premiere indication precise que no us possedions

porte sur Iebiais BLO.A la convergence de la procedure,

En dehors du modele lineaire [19], nous neconnaissons
pas de resultats theoriques generaux, utilisables, per
mettant d'evaluer directement ces composantes. Nous
savons seulement qu'a chaque iteration la procedure
de Gauss-Newton utilise l'estimation lineaire non
biaisec de variance minimum. Aussi, nous allons
plutot definir les biais sur l'equation traduisant lc
modele utilise pour Ie calcul.

Pour X fixe,nous definissons d'abord Iebiais BJsurla
fonctionJpar l'equation

(5)

(7)

(9)

(2)

(3)

(4)

(6)

(8)

(10) -

Y =J(x,O)+va-

SR~in= o-rro-n.,

z = J'6+&

z = )'-f(x,Oo)

Pour mini miser la fonctionnelle (5) on utilise la
methode de Gauss-Newton. Apres linearisation de la
fonctionJ(x, 0) par rapport aux parametres, on obtient
achaque iteration,

OU II. et v. designent les erreurs aleatoires respective
ment sur x et y et de meme lib et Vb les biais. Dans le cas
ou les biais de mesure sont nuls (lib = Vb = 0) la situa
tion est typiquement celIe de la relation fonctionnelle
decrite en [17]: y = J(x -11.,0). Mais dans nos essais,
nous pouvons fixer la valeur de x et observer y pour
chaque x fixe, c'est Ie modele.statistique de Berkson
[18]. Si II. « x et si II. et V. ont les memes caracteris
tiques de dispersion des erreurs, nous sommes rarnenes
aun probleme de regression non lineaire,

L'estimation de vecteur pararnetre 0 peut alors etre
faite, en minimisant la normedu vecteurdes ecarts entre
yetf,

est Ie vecteur d'incrernentation, et e est Ie vecteur des
erreurs.

A partir du vecteur estime initial 00 la translation de
vecteur d'increrncntation 6 defini par l'estimateur MC

est la matrice Jacobienne [II x p],

ou

est Ie vecteur des observations,
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et nous definissons Ie test de pertinence du modele,
rendant compte de la 'coherence' entre modele mathe
matique-i-systeme physique-i-resultats experimentaux,
par Ie rapport

represente la quantite que Ie modele postule n'a pas ete
capable d'expliquer, L'importance d'un biais eventuel
peut alors etre evaluee par l'examendes residus [19, 20].
En pratique, le test SR sur la somme des residus, definie
par

(26)

(25)

la colinearite de ces deux vecteurs se traduit par la
proportionnalite de leurs composantes sur chacun des
axes iE[I,ll]. Cette condition est satisfaite pour toute
fonction f(x,O) Iineaire par rapport a x. Ainsi, la
Iinearite par rapport a x est d'autant meilleure que les
valeurs de COR sont proches de l'unite (± 1).

Le dernier test utilise consiste en un plan de selection
des points experimentaux (PSPE). II s'agit de trouver,
parmi un ensemble de points experimentaux, Ie (ou les)
sous-ensemblefs], nommets) plan(s) d'experience, pour
lequel (Iesquels) il existe Ie meilleur accord avec Ie
modele presume. Nous proposons une methode
d'examen exhaustifdes donnees xiYidont Ieprincipe est
Ie suivant. Nous estimons d'abord les parametres en
utilisant tous les points (i = I,ll) du domaine
operatoire, Puis, nous enlevons un point a l'une ou
l'autre des extremites du domaine, d'ou deux
estimations des parametres. Nous enlevons ensuite
deux points, soit deux points a l'une des extrernites, un
point a l'une et un point a l'autre, deux points a la
deuxierne extremite: d'ou trois estimations. Pour
chaque valeur de NI il Ya balayage d'une extremite a
l'autre. La procedure continue jusqu'a ce qu'il ne reste
plusqu'unnombredepointsfixesal'avance(de6a9par
exem ple).A chacun des plans d'experience ainsi definis,
nous appliquons les tests SR, C et COR (Fig. 1).

Les cinq procedures de tests developpees ci-dessus
sont cornplementaires:

correlations pcrmet de controler la linearite par
rapport ax. L'elernent CORj k de cettc matrice s'obtient
en normalisant la matricc A = J'J d'elements aj k

Dans l'espacc metrique euclidien de dimension 11, les
jierne et kieme colonnes de J peuvent etre considerees
comme des vecteurs ~j' ~k de cet espaee, formant un
angle dont le cosinus est egal a CORj k,

(18)

(20)

(21)

(19)

(17)

SR = I U'/-}\),
i=1

Le vecteur des residus, defini par

e = y-y,

y = f(x,O).

consiste a controler que la somrne des residus SR est
faible et a verifier la bonne repartition statistique des
residus de part et d'autre de la courbef(x, 0). Sous cette
forme, ce test nous a donne de bons resultats.

Le test de Fisher [21] s'est avere inadapte. Aussi,
no us ecrivons que la sornmedes carres des residus est
egale a la somme des carres des erreurs aleatoires pures
S. et d'un terme complernentaire, Sb' lie au biais total,

les increments bj sont tres faibles et la linearisation par
rapport aux parametres n'introduit plus alors aucun
biais notable. Le critere retenu porte sur Ie rapport b/Oj

qui doit etre inferieur a une valeur fixee EPS pour
chacun des parametres

b/Oj < EPS, jE[I,p], EPS = 10- 3_10- 5• (16)

Les tests c1assiques sur la somme des residus et Ie test
de Fisher ont ete essayes, La vraie reponse /1(X, tp)etant
inconnue, on utilise le vecteur ydes reponses estimees a
l'aide du modele postule

ou

Le test COR, base sur l'examen de la matrice des

S. est evalue a partir de la variance experimentale 5;
par la relation

S = 11 52 = I (Yi l
- Yh)2 (23)

e •• i= 1 2 .

Si ces tests sont satisfaits, Ie modele est alors declare
'pertinent ou correct'.

(1) Ie test de convergence de la methode de Gauss
Newton garantit la qualite de la linearisation par
rapport aux parametres,

(2) Ie test SR permet de juger de la validite de
l'hypothese statistique, en particulier moyenne nulle et
independance des erreurs,

(3) Ie test C donne une mesure du biais, inde
pendamment de la repartition statistique des erreurs,

(4) Ie test COR permet de controler Ia bonne
linearisation par rapport a x,

(5) Ie PSPE permet enfin de selectionner Ie plan
d'experience optimum pour lequelles tests precedents
sont Ie mieux verifies.

(24)

(22)
n

SR 2 = e'e = I (Y/-yY
io:::=l

Yi, et Yiz sont les valeurs observees de Yi au cours de
deux experiences distinctes, mais pour des valeurs
identiques Xi de la variable independante x. Compte
tenu de l'equation (20), C s'ecrit

Sb
C= 1+-.

S.
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Qui

~Non

"Reprise des extrernite s initiales
101:: 1 ID2 =M

Rejet d'un point suppternent a ir e

KIT= KIT+ 1

102 = ID2-KIT

<$OUi

I STOP I

FIG. 1. Organigramme.
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4. 1\10DELES ET SYSTEl\1ES

TIIER1\10CINETIQUES

La difficulte fondamentale consiste arealiser un bon
accord entre les conditions postulees pour Ie modele et
cel1es exist ant effectivement sur Ie systerne physique,
tout en satisfaisant un compromis acceptable entre un
temps de calcul brefet une realisation pratique aisee, A
priori, nous avons recherche des modeles conduisant a
des solutions analytiques explicites, afin de nous
affranchir des erreurs de calculs induites par les
discretisations impliquees par les solutions implicites.

4.1. Les modeles thermocinetiques
Pour les phenomenes etudies, la fonction f(x,O)

representant Ie modele est la solution T«(, t, 0) du

systerne d'equations

i er
6.T = - -, «(, t)en x [0,00], (27a)

a at
T«(,O) = To, «. t) En x [0], (27b)

N/D = t/f«(,t), j = 1,2,3; «(,t)ean x [0,00],

(27c)

. ), aT
N 3(D == T+--.

h an
(27d)

T designe la temperature au temps t, en un point (,
dans Ie domaine n hornogene et isotrope, borne par sa
frontiere an. La validite de l'equation de la chaleur



Sur la pertinence des modeles thermocinetiques 1233

(29d)

r* =!:- h* = lip
P' i:

Y.= 2}..p. cotg(P.Jl)

(30b)

4.2. Les realisations et les conditions experimentales
Le schema general du dispositif experimental est

represente sur la Fig. 2. Le flux thermique est cree par
elfet Joule dans une feuilIe rnetallique, Un generateur
tres basse frequence (TBF) delivre un signal sinusoidal
de tres faible puissance qui pilote une alimentation
continue programmable. Celle-ci se com porte comme
un amplificateur de puissance debitant dans la
resistance source. Cette resistance en alliage nickel
chrome, de dimensions 40 x 120 x 0,025 mm, est
serree entre les echantillons en son centre et entre les
electrodes a ses extremites, La surface elfective de

rx.Jl(rxn)- 1I*JO(rx.) = 0, (30c)

(j; = CL;+jc:!.p2, p = -1. (30d)
a

avec
(30a)

fait de nouveau apparaitre deux caracteristiques: la
diffusivite a et la conductivite thermique i..Entin, nous
avons introduit un modele plus general en rernplacant
la condition de temperature nulle par une condition
mixte. La solution en tout point s'ecrit, en variables
adimensionnelles [23]:

* * _ 21>11 2 00

T«(,r,t)-yp '~I

[
h* ]Jo(rx.r*) ch (jn(H* - (*)+ t sh (j.(H* - (*)

x [h* ] '(j.(1i*2 +ex;)Jo(rx.) sh «(j.H*)+ (j: ch (ex.H)

Dans ce modele interviennent trois caracteristiques: la
diffusivite a, la conductivite Zet Ie coefficient d'echange
11 (en prenant 11 = hd.

(28)

(29c)

(29a)

(29b)

fait apparaitre deux caracteristiques thermiques: la
diffusivitea = }.Jpcet l'effusivite b = (}.pC)1 /2.Mais, les
pertes thermiques sur Ie systeme experimental peuvent
denaturer ce modele. Nous avons alors utilise un
second modele simple: Ie cylindre limite excite par un
flux sinusoidal sur une face plane et dont les autres faces
sont atemperatures nulles. La solution en tout point
[22]:

T
1> ~ sin [P.(l! -mJo(rxnr) .

= - L. . exp (JOlt),
P.=I rx;Ynsm(P.H)

Jo(rxnP) = 0,

1> [(01)1 12 ]T(Ct) = --exp - - (
2bw1/ 2 2a

[ (01 )1/2 nJ
x sin cot - 2a ( - 4"

implique des essais au cours desquels les ecarts de
temperature dans Ie materiau soient Iaibles, de sorte
que la diffusivite a reste constante. Dans les com
posantes du vecteur 0,doivent apparaitre au moins deux
des caracteristiques recherchees: }.,c,a,bet, eventuelle
ment, des parametres supplernentaires comme Ie co
efficient d'echange 11.

Nous avons choisi l'attaque thermique sinusoidale,
car, outre que la mesure de la temperature relative
limite Ie biais, elle permet de satisfaire a certaines
hypotheses statistiques. En effet,d'une part, la variable
independante est alors la frequence du signal qui peut
etre connue avec une grande precision, l'erreur alea
toire est donc faible, ce qui legitime l'hypothese de
Berkson; d'autre part, pour un echantillon de points
pas trop grand, nous pouvons no us approcher de

. I'hypothese de variance constante.
Pour les trois types de modeles utilises, nous nous

interessons seulement au regime sinusoidal etabli, Le
premier modele, Ie plus simple, est Ie modele
unidimensionnel du mur semi-infini soumis a une
densite thermique sinusoidale sur sa face plane. La
solution en tout point [8].

Mesure
puissance

Generateur de Puissance Mesure de la Temperature

Echantillon

DecaleurH Enregistreur I
Generateur V\ Alimentation de zero

Preampli

TBF f--- programmable

I I I
Echantillon ~

FIG. 2. Schema general du dispositif experimental.
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chaulfe est d'environ 40 x 40 mm. L'amplitude maxi
mum de la puissance fluctuante peut atteindre 8 W
pour un courant variant entre 5 et 19 A etles variations
de temperature a la surface des echanrillons sont de
l'ordre du degre.

Les echantillons, chauffes sur une de leurs faces
planes, sont disposes syrnetriquemcnt de part et d'autre
de la source et peuvent etre de deux types. Pour Ietype 1,
ce sont des blocs parallelepipediques de dimensions
40 x 40 x 50 rnm, chauffessur une de leurs facescarrees.
Pour Ie type 2, ce sont des cylindres gardes, Le cylindre
central, de cotes D = 25 mm, H = 50 rnm, est cntoure
par un anneau de garde de merne nature, de forme
interieure cylindrique D = 25,5 mm et de forme
exterieure parallelepipedique 40 x 40 x SO mm. Entre '
les deux cylindres, il peut y avoir de l'air ou une mince
feuille isolante,

L'enceinte de mesure est un caisson cubique en
laiton. Le serrage des echantillons est assure a l'aide
d'une cle dynamornetrique, La pression resultante sur
la surface commune echantillons-source de 16 ern? est
de l'ordre de 90 bar. Cette pression permet d'assurcr un
bon contact thermique, ainsi qu'une bonne repetabilite
des experiences. Des essais comparatifs dans la gamrne
80-100 bar n'ont pas fait apparaitre de differences
notables sur les resultats, L'isolation thermique des
echantillons peut etre assuree sur les faces normales a la
source par un isolant granule.

La temperature au sein de l'echantillon est mesuree
par un couple therrnoelectrique nickel-chrome-nickel

'allie (normalise type K) sous gaine en acier inoxydable.
Le diarnetre exterieur 0,34 ou 0,5 mm permet de realiser
un bon compromis entre un temps de reponse court,
une resistance mecanique suffisante et la facilite de
percage des logements . Les plus faibles signaux recueillis
sont de l'ordrede quelques microvolts. Aussi, la chaine
de mesure comprend-elle un prearnplificateur continu
de gain variable de 103 a 106 , suivi d'un enregistreur
potentiometrique. L'essai harmonique de cette chaine
met en evidence une chute du gain vers 0,2 Hz, dans les
conditions de nos essais.

La mesure de la densite de flux resulte des mesures de
la puissance electrique consornmee et de l'aire de la
source. La mesure de la puissance est deduite de
l'cnregistrement simultane sur table tracante, de la
tension et du courant (en realite tension aux bornes
d'un shunt).

La largeur du ruban metallique est mesurec au
projecteur de profil et la distance entre electrodes au
pied a coulisse. L'erreur relative sur la valeur de l'aire
est inferieure a±5 x 10- 3• La position du thermo
couple est egalcment mesuree au projecteur de profil.
Cette machine permet non seulement d'apprecier
Ie micron, mais egalement de mesurer des angles au
douzieme de degre, A partir de ces mesures, Ie calcul
fournit l'abscisse de l'axe du thermocouple avec une
erreur absolue de ±0,025 mrn. L'incertitude sur la
localisation exacte de la soudure chaude est du rneme
ordre de grandeur.

Enfin, la valeur de la frequence. fixee par Ie

generateur TBF, est connue a mieux que 3%0' comme
en ternoignent les con troles effectues,

Afin d'isoler Ie biais modele Bf, il faut que Ie biais de
linearisation par rapport aux parametres BLOetle biais
d'experience BE soient negligeables. La linearite par
rapport aux parametres sera respectee au voisinage de
la convergence, des que les increments seront faibles
«(j/O < 10- 3

) . En respectant la bande passante des
amplificateurs, Ie biais sur la mesure de y peut etre
consideree comme nul et, par suite de la tres faiblc
erreur sur la mesure de la frequence, Ie biais de mesure
sur y induit par l'erreur sur x est encore negligeable.

Finalement, les seuls biais pouvant exister a priori,
dans certains domaines de frequence, sont les biais Bf
sur Iemodele phenomenologique et Iebiais transmis sur
}' par suite de la non linearite en x. Le biais Bfporte
essentiellement sur les conditions de surface.

5. LES l\IATERJAUX ESSAYES

La methode d'estimation et les tests ci-dessus, ecrits
en FORTRAN IV, definissent la procedure
d'estimation et d'analyse des resultats experimentaux
(PEARE). Celle-ci a etc utilisee pour la determination
des caracteristiques thermiques d'un corps mauvais
conducteur: Ie Plexiglass, et d'un metal : Ie fer Armco.

Pour chacun des deux systernes thermiques decrits,
les trois modeles concurrents sont compares. Bien que
nous sachions a priori que le modele a temperature de
surface nulle est incorrect, il a tout de rnerne etc utilise
pour con firmer la qualite de la procedure.

La variance experirnentale est evaluee, d'apres
l'equation (23), par duplication sur la mesure de la
temperature. Les essais de duplication n'ont pas
montre de difference superieure a l'ecart observe au
cours de plusieurs periodes successives d'un meme
essai. Pour un modele sans biais.Ia valeur issue du test
C definl par l'equation (21)devrait etre rigoureusement
egale a I. En realite, rneme avec un modele tres
faiblement biaise, C pourra etre superieur ou inferieur a
I, selon que la variance experimentale sera sous-estimee
ou sur-cstimee. L'intervalle C E [0, 5-2] nous a donne
satisfaction.

5.1. Plexlqlass
Le materiau utilise est du Plexiglass ordinaire. Les

echantillons sont des parallelepipedes rectangles du
type 1(40 x 40 x 50 mm). L'amplitude de la puissance
sinusoidale est voisine de 0,04 W em - 2. Les faces non
chauffees sont isolees par de la vermiculite. Le couple
therrnoelectrique dont la soudure chaude est a la masse
a un diametre de 0,5 mm. 11 est situe sur l'axe normal
a la face excitee a 4,2 mm de celle-ci. Trois series
d'essais ont etc effectuees, au voisinage de 40°C, com
portant respectivement 5,9 et 14 couples frequence
temperature entre 0,005 et 0,05 Hz.

En utilisant Ie modele unidimensionnel, no us avons
, d'abord compare, sur les deux premieres series d'essais,

la procedure simple de Gauss-Newton ou Ie vecteur
oest obtcnu en utilisant la methode de Choleski et la
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Tableau 1. Plexiglass: analyse complete des series 2 et 3 avec le modele unidimensionnel

a x 104 b X 104

II M (em? S-I) (J em- 2 oC- I S-I/2) 103 COR 104 SR C = (SR 2/S.)

Series d'essais 2
9 0,005-D,025 11,130 627,72 986 2 2,82
8 0,005-D,022 11,121 627,26 987 0,6 2,81
8 0,006-D,025 11,230 634,00 987 1,9 3,35
7 0,005-D,018 11,104 626,45 988 1,3 2,77
7 0,006-D,022 11,223 633,63 988 2,5 3,39
7 0,008-D,025 11,023 619,94 991 3,4 4,33

Serie d'essais 3
14 0,00S-D,030 11,669 641,84 981 19 2,41
13 0,00S-D,028 11,673 641,98 981 18,2 2,40
13 0,006-D,030 11,530 632,97 982 9,5 1,51
12 O,OOS-D,026 11,680 642,31 982 16,5 2,35
12 0,006-D,028 11,530 632,99 982 9,4 1,52
12 0,008--0,030 11,347 620,37 987 0,8 0,53
11 0,006-D,026 11,535 633,23 983 8,7 1,51
11 0,008--0,028 11,339 619,91 987 1,5 0,49
11 0,01O-D,030 11,301 616,96 989 0,4 0,68
10 0,008--0,026 11,336 619,74 988 1,7 0,48
10 0,01O-D,028 11,285 615,88 990 0,3 0,54
10 0,012--0,030 11,233 611,48 992 1,5 1,01
9 0,01O-D,026 11,276 615,28 991 0,5 0,54
9 0,012--0,028 11,200 609,10 993 0,8 0,62
9 0,Dl4--0,D30 11,281 615,58 994 1 1,24
8 0,012--0,026 11,174 607,29 994 0,4 0,42
8 0,014--0,028 11,231 611,77 995 0,5 0,68
8 0,0 16-D,030 11,437 629,42 996 0,3 0,45

procedure de regression selective [24]. Les resultats
fournis. par ces deux techniques sont absolument
identiques. Cependant, la methode de Gauss-Newton
est environ quatre fois plus rapide, aussi, nous l'avons
retenue dans la suite. Les resultats de l'application de la
PEARE, incluant tous les criteres, sont reportes dans Ie
Tableau 1 pour les series 2 et 3.

Nous observons que Ie respect des tests:

COR> 0,985; Ce[0,5-2]; SR ~ 10-4

conduit a considerer l'essai 2 comme approche, car
COR faible et C fort. Par contre, en respectant ces
conditions, les valeurs de a et b fournies par la serie 3
sont tres voisines. Les resultats satisfaisant Iemieux aux
tests sont regroupes dans Ie Tableau 2, fournissant:

a = 11,30 x 10-:- 4 ern" S-l

avec une dispersion de ±0,5%,

b = 616 X 10- 4 J em"? °C- 1 S-1/2

avec une dispersion de ±0,7%.

A noter que les valeurs de a et b sont tres legerernent
decroissantes pour des frequences croissantes.

Avec Ie modele cylindrique a temperature de surface
nulle, les residus sont considerables, de l'ordre de 103 a
104 fois plus forts que ceux obtenus en modele
unidimensionnel, d'ou des C enormes, de plusieurs
milliers. Evidemment, les valeurs de aet b estimees sont
mauvaises: a - 8 x 10- 4 ern? S-I; b - 15 X 10- 4 J
cm- 2 °C- I S-1/2. Ce modele est a rejeter sans
hesitation.

Le modele cylindrique a conditions mixtes n'est
a'dapteque pour des groupes limites de points (moins de
dix points entre 0,008 et 0,024 Hz), situes a l'interieur de
la gamme de validite du modele unidimensionnel, c'est
a-dire entre 0,005 et 0,030 Hz. Le COR est eleve
(superieur a0,995), mais Ie test C variable (de 0,25 a4).
Pour les quelques cas ou il y a convergence, les valeurs
de a et J. sont tres serrees, voir Ie Tableau 3:

a = 11,48 x 10-4 em? S-I;

2=21 x 1O-4 W cm - 1oC- 1

Tableau 2. Plexiglass: meilleurs tests de la serie 3 en modele unidimensionnel

Nombre de a x 104 b X 104

Serie points, II (em? S-I) (J em- 2 °C- I S-I/2) 103 COR 104SR C

3 12 11,347 620,37 987 0,8 0,53
3 11 11,301 616,96 989 0,4 0,68
3 10 11,233 611,48 992 1,5 1,01

Ecart maximum serie : (Jafa) = ±0,5%; (Jb/b) = ±0,7%.
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Tableau 3. Plexiglass: analyse en modele cylindrique acondition mixte de la serie d'essais 3

a x 104 ;, X 104 It X 104

II M (em? S-I) (W em- 1 °C - I ) (W em- 2 °C - I ) 103 COR 104 SR C = (SR2jS.)

11 0,oo8-o,Q28 11,47 21,35 100 994 41 4,8
11 0,010-0,030 11,34 20,93 13 994 30 4
10 0,080-0,026 11,48 21,09 141 994 1,4 0,25
9 0,080-0,024 11,48 21,08 251 994 0,9 0,24
9 0,010-0,026 11,47 21,00 126 995 0,4 0,40

d'ou

b = ().2ja)1/2 = 619,7 x 10- 4 J crn"? °C- 1 S-1/2.

La valeur de a (resp. b)est a1,5% pres (resp. 0,5%)ceIle
trouvee avec le modele unidimensionnel. Par contre, les
valeurs de IIvarient fortement entre 13et2S0 x 1O-4W

cm - 2 °C- 1• Compte tenu des grandes variations de C et
IIdans un intervaIle de frequencc reduit, cemodele n'est
done que 'partieI'.

Ainsi, pour un echantillon de Plexiglass parallele
pipedique dans la gamme de frequence utilisee
fE [0,005-0,05], Ie modele unidimensionnel convient
parfaitement. Les analyses avec les modeles cylin
driques, bien qu'approximatives, puisque la geometric
du modele mathematique est cylindrique alors que ceIle
du systeme physique reel est parallelepipedique, sont
tout de meme tres significatives. Le modele cylindrique
atemperature de surface nuIle est tout afait incorrect,
alors que celui acondition mixte s'avere 'partieIlement
correct' dans un intervaIle de frequence reduit,

5.2. Fer Armco
Les echantillons proviennent d'une barre de fer

Armco larnine. Ce sont des cylindres gardes du type
2 (D: 25 mm, H: 50 mm). La densite de flux a une
amplitude voisine de 0,17 W cm- 2• Le couple
thermoelectrique de diametre 0,34 mm est situe a
l'abscisse 2,9 mm. Le signal recueilli est amplifie avec un

gain constant de 1000. La sene d'essais, a la
temperature de 30°C, comporte trente points entre
0,005 et 0,2 Hz et I'anneau de garde est isole par de la
vermiculite.

Les resultats de l'analyse en modele unidimensionnel
sont donnes par le Tableau 4 pour NI = 10. D'une
facon generale, vers les frequences basses, Ie decalage
d'une frequence, aNI fixe,entraine de fortes variations
de a, b et C (pour C, Ie rapport des valeurs extremes est
voisin de 100),tandis que, vers les frequences hautes, le
test COR n'est plus verifie. Notons que ce modele
permet tout de merne d'obtenir des valcurs approchees
de la diffusivite comprises entre 0,17 et 0,19 em! S-l.

L'analyse en modele cylindrique acondition mixte
fait apparaitre, pour des nombres de points NI
decroissants, de une a trois regions, separees par des
frontieres ou la procedure diverge. Dans la region 1,les
valeurs de a.): et IIdecroissent tres legerement pour des
frequences croissantes. Dans la region 2, les valeurs de a
et ). croissent apartir de valeurs initiales plus faibles
tandis que IIdecroit. Entin, dans la region 3,aet..{ restent
faibles, alors que IIest eleve: voir Ie Tableau 5. ,

Les valeurs obtenues pour des groupes de Irequences
eleveescorrespondentaun Ctrop faible (de0,05a0,3)et
sont, de ce fait, aexclure. En effet,ceci indique un biais
sur le modele, car la linearisation est tres bonne (COR
superieur a 0,997). Ainsi, seule la premiere region
correspondant aux plus basses frequences fournit des

Tableau 4. Fer Armco: analyse avec Ie modele unidimensionne1, 11 = 30, NI = 10

a b
M (em? S-I) (J cm- 2 °C- I S-1/2) 103 COR 104SR C = (SR2jS.)

f < 0,9 Mattice non inversible
0,009-0,020 6,8633 1,8380 992,7 0,02 7,43
0,010-0,022 - 1,0797 1,7740 992,7 0,06 6,57
0,Q1HJ,025 0,4419 1,7129 992,3 0,Q7 4,85
0,012--:0,027 0,2761 1,6662 991,7 0,Q1 2,07
0,013-0,030 0,2885 1,6730 991,0 0,08 1,86
0,014-0,032 0,2243 1,6417 990,6 0,06 0,47
0,Q1 5-0,035 0,1989 1,6254 990,3 0,06 0,35
0,016-0,040 0,1857 1,6147 990,1 0,03 0,17
0,018-0,045 0,1789 1,6086 990,3 0,Q2 0,15
0,Q20-0,050 0,1708 1,6007 990,2 0,Q2 0,16
0,022-0,060 0,1622 1,5916 989,4 0,04 0,31
0,025-0,070 0,1654 1,5946 988,3 0,03 0,69
0,027-0,080 0,1681 1,5975 986,5 0,05 0,83
0,030-0,10 0,1739 1,6048 984,2 0,06 0,81
0,032-0,12 0,1763 1,6077 981,2 0,08 0,92
0,035-0,15 0,1764 1,6084 978,4 0,01 0,99
0,040-0,20 0,1744 1,6055 975,5 0,01 1,15
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Tableau 5. Fer Armco: analyse avec le modele eylindrique acondition mixte pour N I = 12

a J. II
n M (ern! S-I) (W crn"! 'e- I) (Wem- 2'e- l ) 103 COR 1O~ SR C = (SR2/S.)

12 0,005-0,016 0,2054 0,7371 0,0124 998,0 0,6 1,84
12 0,006-0,018 0,2001 0,7279 0,0116 998,2 2,8 1,84
12 0,007--{),020 0,1980 0,7243 0,0111 997,3 0,3 1,87
12 0,008-D,022 Matrice non inversible
12 0,009-D,025 0,1923 0,7128 0,0170 996,9 1,4 0,31
12 0,010--{),027 0,1943 0,7170 0,0128 996,5 0,6 0,31
12 0,Q11--{),030 0,1973 0,7161 0,0052 996,2 0,3 0,30
12 0,012--{),032 Matrice non inversible
12 0,013--{),035 Matrice non inversible
12 0,014-D,040 0,1757 0,6763 0,0250 998,4 0,5 0,07
12 0,015-0,045 0,1688 0,6602 0,0312 998,6 0,Q7 0,Q7
12 0,160--{),050 0,1571 0,6325 0,0408 998,8 0,2 0,09
12 0,018--{),060 0,1432 0,5983 0,0571 998,7 0,2 0,11
12 0,020--{),070 0,1609 0,6417 0,0383 992,2 0,Q3 0,33
12 0,02Q--{),080 0,1678 0,6578 0,0285 999,4 0,18 0,48
12 0,025-D,100 0,1759 0,6289 0,0029 999,4 1,1 0,71
12 0,027--{),120 Matriee non inversible
12 0,030--{),150 Mattice non inversible
12 0,032--{),200 Matrice non inversible

tests satisfaisants. Nous observons pour celle-ci que,
lorsquele nombre N I de points diminue,les valeurs de a
et }., augmentent, h restant sensiblement constant, le
COR augmente et la valeurde C passe par un minimum.
Les Tableaux 5-7 resument les resultats de I'analyse
pour N IE [6, 30]. Les meilleurs tests sont obtenus pour
des N IE [10-14]. Nous retenons au voisinage de
Cmin ~ 1,7 et COR ~ 0,998:

a = 0,201 cm 2 S-I

avec une dispersion de ± 1,5%,

). = 0,730 W cm "! °C- I

avec une dispersion de ± 1%,

h = 0,0124 W cm- 2 °C-I

avec une dispersion de ±6%.

D'une facon generale, nous observons une forte
sensibilite des valeurs des parametres a la valeur du
COR. Un COR faible dormant des valeurs de a et ).

faibles, mais une valeur de h tres forle et inversement.
Pratiquement,la valeur du COR fixe la valeur de a quel
que soil Ie nombre NI de points consideres (voir le
Tableau 7).Nous avons egalement observe que, lorsque
les frequences basses sont eloignees, les plus basses
d'entre elles fixent pratiquement les valeurs des
parametres et, aNI fixe, ces dernieres croisscnt en
merne temps que Ie COR, lorsque la frequence basse
augmente. Le resserrement des frequences a pour elfet
de centre-balancer cette croissance de a,). et COR. Pour
ces essais, les Irequences doivent etre serrees afin de
garantir un COR eleve (superieur a 0,99) et, par suite,
une bonne Iinearisation par rapport a la frequence.

Dans cette serie d'essais, le systeme physique et Ie
modele ont la merne geornetrie cylindrique et la
condition de surface est approchee par la condition
mixte. L'application de la PEARE conduit a rejeter Ie
modele unidimensionnel, bien qu'il donne deja des
valeurs approchees des caracteristiques thermiques.
Quelques analyses en modele cylindrique a tempera-

Tableau 6. Fer Armco: analyse avee Ie modele cylindrique acondition rnixte

a J. II x 104

n M (em? S-I) (Wcm-IOe- l ) (W em"? 'e- I) 103 COR 104 SR C = (SR2/S,)

30 0,OO5--{),20 0,1934 0,7176 128,0 994 13,9 2
28 0,005--{),12 0,1941 0,7192 128,5 994 15 2
26 0,005--{),08 0,1947 0,7187 128,1 995 5,9 1,82
24 0,005--{),06 0,1953 0,7197 128,4 995 3,8 1,80
22 0,005--{),045 0,1965 0,7220 128,7 995,4 0,0007 1,62
20 0,005--{),035 0,1970 0,7228 128,7 995,8 0,7 1,64
18 0,005--{),030 . 0,1979 0,7244 128,7 996,3 1,8 1,63
16 0,005--{),025 0,1987 0,7259 128,6 997 2,3 1,64
14 0,005--{),020 0,2009 0,7298 127,6 997,6 3,9 1,70
12 0,005--{),016 0,2053 0,7371 123,9 998,0 0,7 1,83
10 0,OO5--{),014 0,2059 0,7380 123,1 997,9 0,5 2,19
8 0,005--{),012 0,2107 0,7455 114 997,3 0,8 2,53
6 0,005--{),01O 0,2323 0,7769 75 995,3 0,Q9 2,91

H.'rT26-S-1
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Tableau 7. Fer Armco: analyse avec Ie modele cy1indrique acond ition mixte ; meilleurs tests

a ).

II de (em? S-I) (Wcm-1 OC-1)

16 0,005-{),025 0,1987 0,7259
16 0,00tM>,027 0,1968 0,7220
16 0,007-D,030 0,1960 0,7208
14 0,005-{),020 0,2009 0,7298
14 0,00tM>,022 0,1972 0,7228
14 0,007-0,025 0,1963 0,7214
12 0,005-{),016 0,2054 0,7371
12 0,006-0 ,018 0,2000 0,7279
12 0,007-0,020 0,1980 0,7243
10 0,005-0,014 0,2059 0,7380
10 0,00tM>,016 0,2022 0,7315
10 0,007-0,018 0,2037 0,7341

ture de surface nul le ont confirrne l'in adaptation de ce
modele.

Avec Ie modele cylindrique it condition mixte, les
resultats sont tres satisfaisants. La valeur tres elevee de
II s'explique par Ie fait que, su r la frontiere de
l'echantillon, il n'existe pas une veritable condition
mixte. II faudrait en realite resoudre un problerne
thermique bien plus cornplexe faisant intervenir, selon
Ie type d 'echantillon, la vermiculite environnante
ou l'air et l'anneau de garde. Cepcndant, pour la
determination des caracteristiques intrinseques a
et )., Ie modele cylindrique it condition mixte est
suffisamment adapte, comme en temoignent les divers
tests, et les valeurs obtenues so nt en bon accord avec

.celles de la Iitterature [25]. Quant aux divergences de la
procedure observees au cours du PSPE, elles no us
paraissent imputables it une insuffisancede l'hypothese
sur Ie coefficient d 'echange II suppose constant quelle
que soit la Irequence.

6. CO:,\CLUSIO:,\

La procedure developpee permet l'estimation
sirnultanee des caracteristiques thermophysiques. Son
interet essen tiel reside da ns Ie fait que l'on ne 'force' pas
l'identification entre Ie systerne reel et son modele
phenomenologique, ma is que l'on recherche, grace it
une serie de tests appropries, Ie modele 'pertinent'. Les
divers resultats montrent que la source d'erreur la plus
forte provient precisernent des conditions aux limites
definissant Ie modele.

Cette procedure s'est revelee efficace pour divers
couples systeme-modele, Pour Ie modele it condition
mixte, if apparait une influence de la frequence sur la
valeur du coefficient d'echange. Cette influence devra
etre prise en compte dans un modele plus general.

Avec un autre type d'excitation thermique (creneau,
flash), les principes exposes res tent touj ours exacts, it
condition de tenir compte de la structure particuliere
des erreurs qui ne sont plus independantes, mais , par
exemple, autocorrelees.
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ON THE PERTINENCE OF HEAT TRANSFER CONDUCTION MODELS AND
THE ESTIMATION OF THEIR THERMAL PROPERTIES

Abstract-Analysis of previous works shows that the greatest limitation in thermal metrological methods lies
in the inadequacy of the 'postulated' phenomenological model to the real physical system. A procedure for the
solution of the double problem of the estimation and pertinence of the model is proposed. Non-linear
estimation gives the values of the thermal properties simultaneously while a series of complementary tests
control the bias. Several system-model couples are described and tested. The three models examined have in
common a sinusoidal fluxcondition on oneface. The procedure isapplied with successto the determination of

the thermophysic al properties of plexiglass and Armco Iron .

OBER DIE EIGNUNG VON WARMETRANSPORTMODELLEN UNO DIE ABSCHATZUNG
IHRER THERMISCHEN EIGENSCHAFTEN

Zusammenfassung-Eine Analyse fruherer Arbeiten zeigt, daB die starkste Einschrankung bei der
Anwendung von thermischen metrologischen Verfahren in der Unzulanglichkeit der "postulierten"
phanomenologischen Modelle gegeniiber dem realen physikalischen System liegt, Ein Verfahren wird
vorgeschlagen, das es errnoglicht, das zweifache Problem von Absch atzung der thermischen Eigenschaften
und der Eigung des Modells zu losen. Die nichllineare Abschiitzung ergibt die Werte der thermischen
Eigenschaften, wiihrend gleichzeitigeine Serie von Komplementiirtesls es ermoglicht, die Abweichungen zu
kontrollieren. Einige Paare Syslem-Modell werden beschrieben und gete stet, Gemeinsam ist den drei
Modellen eine sinusformige F1ullbedingung aufeiner Seite. Das Verfahren wird mil Erfolg zur Bestimmung

der thermo-physikalischen Eigenschaftcn von Plexiglas und Armco-Eisen angewandt.

o CnPABEAmmOCfH MOAEnEA TEnnOnPOBOj{HOCTH H OUEHKE HX
TEnnOBbIX XAPAKTEPHCTHK

AhlloraUIlA-Allanll3 npensmyunrx pafior noxaasmaer, 'ITO nanfionee cllnbflblM orpanuseanext
Tenno4>II3I1'1eCICIIX xrerponorusecxnx MeT0ltOB sanserca necoananenne npnnnxraexroti 4>ello~leHOJlOm·

secxon xroncnn II peansnoti lj>II311'1eCICOii cnryaunn, Jlpennoxen xreron, n03BOJllllOI1111ii oucnnaars
xax xapaKTepllCTIIICII. TalC II cnpanenmmocn, MoltenII. C nosronrsro ueJIIlHeiinoii ouenxn MOJl(II0
onaospexreano onpeztensrs 3Ua'lellllll rennoasrx xapaxrepncrnx, a c nO~IOl11bIO cePIIII nononsurensusrx
onsrros xorrrponnpoaars orxnouenns.

Ornrcano necxonsxo nap cncrexta-xronens II npoaezrena IIX axcnepusrcaram.nas npoaepxa, B
paccxrorpearrsrx rpex xrozienax IIMeeT MeCTo 06111ee ycnoane cnnyconnansuoro nOTOlCa na onuoii 113
noaepxnocreii. Meron ycneunro npnxreuen Mil onpezrenenns Tenno4>1I311'leCICIIX xapaxrepacrux

nnexcnrnaca II apsixo-xeneaa.




